1. Kapitel - Funktionen
1.4 Oefinition

Eine Funktion bwtrelbt di Bezithung [ X — Y zwisthen zwl, Mwgw, wobt, unun Element
dw Oefimtionsbuuths gwow en Elmint dw Wutebuwths zugerdnet wird.

v pginitionsbud G Mwige (an x - Werten ) fur o dw Funkiion dginigt wb

Wutebudth © Minge oy Funkhonswute, wein man alle  Elunente do 04initions -
buelth unpetzt

Cmon  untrsthaddk

our jektiv ww Funkhon (i X — Y hupt surekhv, wen jedun y € Wuteou it
mindbtunw un Elment d Oyinitionsbuwths zvguordnet  werdn kann.
(, y mnd. 1x getropfen’

Prupungovu [Qhren : (nitnt  graphisth) ,
> Lo Yy = [(X) (e du Wutebuulu)
1. aflosen  nath x =___
2. Vuglutie X mit  Oginitionsby 4w

* injektv ww Funklion [ X — ¥ hupt inekhv , weon edim y € Wutebuelh
hodutins un  Elnent dwd 0ginitionsbutiths  zugeordnet  wutn kan.

Prufungsvu fanien :

> Loun a.b € R und [(@) = fb'
1. gUAth 9etzen
2. Wfiosn nath @ =b
5. vaguithen mit OYinitionsbuuch

Y pijekbv . surjekhv und, injekhv  (, guaw un)

4.2 Umkehr ﬁunKHon :

> 0 Umkehrfunktion von [(x) orantt jedun Ewment od Wetebuw
gnaw wn Elmint do Ofinitionsbuath zv.

odw - F_4 = du Umformung von [ nath = x = .

(! groghioth = WL Umkenrfunktion dw 9pieguung du Funkfion an o
uottn WHB [ m wusien Quadianten Wgend ; 45° 1)



2 Kapitel - Grnzwute , Stebigkat, Diffuwmzierbarket
2.4 Funktionale Grenzwute
2.4.14 oq!miHOrL

7 gegbtn [(X) § Xo [ =(A

x — x°

Ditow AVSWIVIK brdwitet, dam [(x) gegen A Konvugiut | oo bUabbig noh am Grnzwut A
guiohlt wydwe kann, wenn X hinrthend, nth an X, gUNBNGE  wird.

wogilk 4 Xo MUsS nint € du OYinitionsbuth sun.,
¢ Es beduf 2l Grenzwertbedbmmung  ww  budoutige  Annahuung on xo.

wnksseitiger  Granzwut
wn  [(x) e wn [(x) = c

X~ =X X = X

= x Wuten nah on X, 0oy
ki X,

2.4.2 Die Exwtwz von Grenzweten
~ojormal gk W [0 = wn () = Grenzwut an X, exwbwt

in Worten  © wenn du Grenzwet du linkselhigen  Annahuung = dun Grenzwut
du rednbsseitigen Annaherung (Ubuunstimmen) donn  exwtiut du Grenz-

wut von [(x) an Qw St X,

7.4.3 Die Niht - Existnnz dw Granzwu ts:
> w wk moglitn, dam Grenzwerte von Funktionen nitnt exiotiuen.

T Fau 1 Unkeswkigu Grenzwyt  #+  retitssukigu  Grenzwat
wn [(X) # wn  [(x)

X = X, X = %

V Fa 2 ¢ dw Funktion [(x) ottt gegen * *

um fx) = o ot f(x) = -
x> x, X = Xo

> Funktionen mit mehren Variabun ordnen jedm 0 - dmaensionalbn Punkt (odu Vektor)
ws n Komponnten m RR"  wnen Wot im undumunsionaln zv.

vV osomit ist auth du Grenzwat wny FunkHon wit mehrren Vaiablen stety ane relle  Zahl. Lediglith wird Xq

nun dwrth anen Vektor wsetzt.



2.4.3 Rethenregdn [ur Grnzwute

© ogugUotn 9 WM [(X) = A und Um g(x)= &  (untuswiediwte Grnzwute)

X = X X — Xo
4. Addetion | Subtraktion
wn ([} % gx) =AZT8
X = Xo
W ([ glx) = A B
X = Xo
~ Fx) - i :
wm , wobel, B # 0
X — xo( 9(x) ) g W
4. Potnz
. r
wn - ([0) = A" mit reR
x — Xo
2.2 Stetigkak
~ bwhy ;.. stetige Funktion , wwin ohng Absetzen vom Stift zwhnbar  (, durhgangig' )
2.3.1 0¢inition

Eine Funktion bt an du stelie xo stetig, wenn :
du Funkkion an du Stle x, dypiniut wt

o du Grnzwut an du St x, exioturt
© w Grnzwout du Funkbion an X, Uk dum Funktionswert [ (x,) wf.

mathunatisw

Xo €0
3 wn [(x)
X — X,

‘ ‘tm_,ﬁﬁ:” = [(x)
> b [ on o X €0 stddig, s0 wb [(x) ww stekige Funktion.

| o guunnten vorwssetzungen gaten awn [ur diw oteligkwd von Funktionw mit
mehrern,  VariobWn



2.2.2 Eignsth@ftwn von stetign Funktionwy
sun dw Funktionn, [und g in X, stetig, so gilk

A Addtion / Subtraktion
[ 9 / -9 gind  stehg in X,

[ 9 (g9 #0) wk  otetig in X,
% (9 + 0) Wk otetg in x,

° apudun gilt :

Wb wwe Funktion dwrdr du Kombingdion steligy Funktionut und, oun folgendan
Rechenopudtionen = +/1-/- /51 ° wuzeugds, 90 Wt auth sit in WL Punkten
in down gie dfinirt wt, otetig.

VORGICHT :
rune  Polynome sind wmmyr otetig

7 avfpamen , by = Wurzel[unktionen

> ohme: D=IRf

F3

> mt Rethenopation ° D= IR
— georohen retionel Fupkhona
> xim Ny : 0=IR\ § 3}
- ¢/ W9 Funktionw

> wudin nigmas £0 : D= IR come 0) / R”®

> DYinition und Eiguuineftnn bezuglicn Stekigkub guten guel so wth fur Funkfionw mit
munruen Vo ooUn

Ergdnzungen zu Funktionen, Ubungsblatt NR. 2

Thema |: Definition — und Wertebereich
(aus Skript, S. 6)

Definitionsbereich = Definitionsmenge: https /mwww. youtube.comiwatch?v=vae0zt2onTQ
.Was darf ich fur x einsetzen?” (... damit die Funktion f(x) reell ist)

Definitionsbereich betitelt den Bereich, in dem alle Urbilder der Funktion, also alle x-Werte (aulSer
Umkehrfunktion), von denen ein Pfeil ausgehen, enthalten sind
«  Fur die meisten ,Gleichungstypen® gilt D = IR = reellen Zahlen
*  Ausnahmen sind
> d D darf nicht < 0 sein
< ,gerade Wurzel" (2/4./6. [... Wurzel) hat als D = R§
<+ Wurzel mit Addition/Subtraktion: D = IR><~ (_groRer / gleich, kleiner / gleich*__)

> i Fi i die liegen stets auBerhalb des D hes, denn
man darf nicht durch 0 teilen
4 Bruchgleichungen mit x* im Nenner: D = R\{ } (Mengenzeichen beachten)

9 Log oder |n () - Gleichungen.
D = IR>° (groker / Kleiner), denn diese Gleichungen diirfen weder 0 noch eine negative Zahl beinhalten

2 Gleichungen zum Beschreiben von Flacheninhalt
D=R§

Wertebereich hitps:/Avww youtube comiwatch?v=bXVHCN4IANK
.Was wird getroffen* / Was kann fur f(x) = y rauskommen?*

Wertebereich betitelt den Bereich, in dem alle Bilder der Funktion, also alle getroffenen f(x) = y Werte (auler
Umkehrfunktion), enthalten sind



2.3 Oiffuenziroarkuk
© du AbWkung wnu Funktion wt du Grnzwert inre OYfuinten Guokitntwn
2.2.4 DYinition

DU, AbUung ww Funkfion [ andu GtUL x, wirk mit ['(x,) bezubnt unl Wb jyyton

i din AvsIVK :
[(x) = {{x) \
/

[_I(Xo) = Xu—lrllx X — XO
k_—ﬂ-—\/
9TEIGUNG (sl =0 sun)

zZwigthen Xo und X

\

> wun dws Grenzwert exwbwrd | wb dib Funklion on x, dypuenzivbar - abWdlons.
giot dw 9tugung du Tangte du Funktion an x, wudy.

> wn dww  Grenwut im o guamien  DYinitionsbutitr exwhut , hupt L Funktion
WPy unzivow.

V st une FunkkHon an du Stule x, dffuenziubos , ist oie dort otetig.
umgekenrt mugs  dan nitht gukwn !

T = Abuj,tung

\ . .l()("’A;(] - -['(Xu)
for+ &%) //**l:fw \{(X-) X“'Ln)(o (xotay) — X,

fix) > ———

~ _ {:(x] — HXa)

,//;
7/ —— X X = X

2.3.2 0Yinmtion p)r Funktionun mit mruwl VuriQoln

Eing rallt Funkton monruu Vanteun (- R" — R wban du Stelle x, € R dgpunmzivbw,
wein - [0IgundL)  Qrguown Wk

£ (xo + ax)- 1'f.(xo\- a Ax

m =0
X = X Ihaxl [ L o )
= A=K+ (y )+ (272, donn exwtwt kun Reot
ress ()

o = Vektor und enthak aUe pastieln Abtungur du Funkkion

> e Unbursoninde zu Funklonen mit ane Varicown

Lox und X, sind nwn Vektoren dw IR"
2. DL AbUbung 0F dumneth auth en Vektor.
3. Guult wird im Ofjuentinquotint durth d NOYm deo Vekiors Ax



3. Kapitel = ( Purbitle ) Ablukungen

3.4 Bekannte Avlitungsregdn und  Sondir[ale |

N z% (a € R) az®”
V. SONDERFALLE Ve o
I _1
2 -1 e p
[—(X) = X mit @ €IR > ['(X) = @ —X a® (a > 0) o lna
1 4 Inx %
_ L 2 . _ A Tz _ 1 _ _4__ log, = (a > 0) ﬁ
ﬂ)() - ﬂ A 7 F(X) — 2 X — )(% T o9dx sinx ccisx
4 y cosT —sinx
FOO = 5 (uotitntenregd) > ['(x) 7 T3
X X
fx) = e (ktHurege | > POy = e " —
[\ = e Z ' = e 773 = 3y
a X
[\ = x mt a€R > ') = & n(a)
-
fX) = i (X) RN CY v A ,
[() = W (2x+3) (Kedwregd) > ['(0= 7553 2 T e3

A
FX) = loggx mit a>0 > ['(x) = ==

Il

fO) = gin (x) > [ w9 (X)

[ = we () > (X = - gin (x)

V. Ablwtungsregun

I

1 Kettenregd, o [(x) g(h(x))

o= 9 () - ht)
in worten : Ablukung upuY Fkt. (butandige nnue FkE) - Ablutung innue Fkt.
R 2x - F
puopw. - f(x) = ¢
Fo = S APRISI T
2. Prodwktregd © f(x) = g(x) - h(x] / Ruhenfolge enzuhaiten.

() = 9 () -h(x) * glx) - h'(x)
in worten @ Abbung 4. Fkt - normale 2.Fkt. + normole 4. Fkt. - Aplitung 2. Pkt
BuspiWl ¢+ fO0 = W (3xX) - 3x 9(x)= W (3X) 90 = o

(') = 3x 21+ In(2x) - bx ho) = 3x° H(X) = bx



3. Quotintenregd = [(x) = Z‘&’)

. _ 40 h(x) - 9(X) - h' X
F [hind?

in Worten GuoHIE aug - -Produktiegel mit vmgekehiium RechenzelUnen

Qvadrai zweate Fkt.

3. 2 D¢inition putidle AblWtungun

~ , Adliten” o wie Gndut sith du FunkHonswet  wenn sion i enzige Vsl X vuonout
> b, mer Qo ung VoriGbUn migetn @i, anduen zu duod Beobawhtung foig-
lith Konotant gunalien wedn

Geguow oY W Funkhon y = [(x4.x2) mit moaaen (1) Veridown.
ownn ot :

—aﬁ;ﬂ’ = [y, W pwtiuk Aotung eety Ordnung nach X, .
X, wird bt du Ablwtung ‘ala Konstante betradhte.

1|[(X4 $AX X2) — -[—(X4.X7_]

mit Diffuentiequotint = wn 4 x

Ax =0

U—;;;'X’)f- [x, Wi dann du pastidle AbWwiing ety Ordnung nath X, .
nun wird Xy bu du Abledung cap Konstante betraotet.
[(a. %+ 4x) - Fx1,%2)

mit Diffuntenguotiont : Wm ; A X
a4 X =

> o fur purhde Ablidungen guken bisherige Regdn + Sondu [Qll, .
VY owel de nduen Varidhein 0o Konstanten zanUn gile [Ur oie in du AbWidung -
- o Additon | ovetraktion : jub weg
— multiplikahv / o Division vuknupft i  bubehalten
3.4.5 pwtille Abdungen hohuy OrANUNG  (,moty Ordnung, wobd i dann m, Spaiien)

> o0lun por tULLL Abwtungun dfpuenzivbdr eind,, konnen oie  wiedwr Jjuvels nadh ihren
variablen aogurittt wedin , ZWUku  Ordnung”

I

Fxx Fxy byx byy

. fra - xy
~in unu MoHIX Qurigon , sprimt man von du Hesse Motrix ¢ H = (Hx fyy
- Spalte
fuxe fax Frx
. . . L | . . L f2.%0 {*X,_xz “Xlx
Vo pr puhdle AbUitung mit blubig vitn VaidbUn gilt H = <\txm— £ R TR

m  Spadw



Y. Kapitel = Lineare Funktionen und Tangenticlebinen
~ oody 0NCh i zum graphisthen Veetandnis von Ablitungen
4.4 DQstdungsformen von  wieren Funkkone (Tangenten) b Funkhonen  unur Varidbln
v Koordunatenform y = bx + o (gtugung undbhangig vom x- Wat)
> @,b 9ind Konstanten :
O 0o othnittpunkt mit y - AUe wen x = 0
b alo Stugung (= ['(x))
V. Punkt - 9tugungsform :
gegloen musse)  oun - Py ( X4,44) Stuigung b

> oy -§s = b(X - X) I+ y,
y =bx—bX1+Y4

vV zwa Pynkte Form

gegon mbsown sun:  (P4) (X ) ‘(Xz..
5 _y__y_a__ ——

X T X9 - X4

vV mit Vawendung  du AbWAUNG 1 € = L) (X X))+ [(x)

5+tigung AX y - Ahsenabothnitt
4.2 0w TangwtiGlebine by Funkhonen munery Varicbln

72 = Zyt [x (X=X) + [y (y- Vo) = {(x,y) wit zwe Vuiabn im R®

Tangentialebene

als Vorawssetzung notwendi : Wi
Plx0,¥01 25 | ) zZ= f(\ V)
© partitddt Abwitung du Funktion Ty woby x Konobant

nach x.y

© Punkt P (x,, Yo, 2,) M IR

> di, Tanguntialebene ist tw Vo ulgemeunuung  dur
Tangntn an wnem Punkt ener  Funktion.
Sit buUirlbt wle moglithen Tangnten an anen Punkt P. Die partitdtn Ablbungen bildin somit
jwwy i Stugung du Tangenten  (, guithe Ritntung' )



5. Kapitdh © methematstheo HONdwukszwg (anguwandi auf Funktionyy muney Vasiablen)

5.4  Kettenregel im multivarionten Foll

Gegeben su dw Funktion mit: 7z = ;(X.Y) wob X = g (9t) y = hist)
dw Abuntungen du Funkton nat sind
)
a—j_ (Ablitung nath 6) = [ (x,y) % + fy (x,Y) g—g—
in Worten: = fxay) o Xglat) + fylxy) -y, (gt)
= 9'(9) = h'(9)
- - 9X Nl
v (Akung namt) =y (xy) e T Ly (ny)
=[x (ny) - xg (ot + [y(xy) -~y (of)
= totale AbWtung =g'(t) = h'(t)
= parhuin Aouitungin dv HowpHunktion nath jede vorkommenden Veribin
- ool AbWEING natn s = &, & =4, du ,Untufunkkon -
Allguman gilt -
V o 7z = [(x,.xz,....xn) X, = 0 (tnty, . &)

9z X1 X2
t_i = FX4 (X4, XQ_.,n) ’ %l + LXZ (Xq,Xz,.“) : ti

T urdnzufulien U jedn

9.2 Hohalinion

~ Hintugrund - ane Funkton mit zwu VaridbUn wnt eith a Graph in Y Dimwngionw
dr gtelln :

H 2.1 Dtp’mHon:

Eine Hohtniinie du Funkbon z = [(x.y) ot de Mewge QUi Kombinationen ows x und y m DYfini-
tionsbutth , du dngelown FunkHOonowut wgeon. Alle Elemente (Punkie) du Menge Losen M
GuLthung :

Hohenlinien

[(xy) = ¢
graphisthy Ansatz :

Hohanlinie. =  ohnidmenge aus FUnKHON
im Raum und  Ebne Il zv x-/y Ase.




5.2.2 Shigung und Ermittlung von Hohuliniwn

v RryU : de Stugung unu Hohwnlinie in wnum  Punkt P
= negativen QuoHnten du pwtilen Abuwitungun

Evklarungsbunpul, -
> geg:  Flxy) = X+ y =y

Folguung : wegen Fx.y) = ¢ handlk @0 sith hir ym dw  Hohenlnie 4 von Flx,y)
Y
6raph : > Gtugung du  Hohwlinie (, Funktion' )
P an Punkt

= Tangunte drth dsen Punkt

Y poblem : Hohenlinie = Krep

52.3 Implizites Oiffunziown (AbWten) etlang e Honenlinie
~ zut Ermittlung du SRigung du Hohenlinie
w ik F(x,y) = ¢

>y = [x)] T Fx, )= ¢

. 4 3 PO ) _ ax_ a _
Aoliten T fooy) S5+ fy by ) &5 =0
=1
_ ay
= [x(xy) POyl 5 =iy
4 o dx - o4y
g Fy y fx
v Algagmun gilk:
geg : F (X X2y Xn, Z) 2 = [a, Krwxg) - SIND AJpUNZIOOW.
9Z = _ tx .
T mt [, # 0

Implizites Diffuinziuen - daa allgununt  Vorgehen

Funktionstum durth Umformung = 0 setzen
2. Aufstelien alu moglichyr parfielly Avikitungen  gumaf du Formel,

g:,' = _% mit v [ur Varigble du Funkkion | [ fur partidle AoUitung
J |

3. wenn  angegebwn : Punkt P in poartidle  Ablibung ansetzen um go Stugung dort v
buedhnn

= kww rittge Funktion



b. Kapitel - Approximationut
6.1 Dit lineaye Approximetion  bu wneasren Funktionen
> hi wird du Groph uny  Funktion an du SRlie x, durdn sune Tangunte approximiut
b.4.4 O¢inition / Formd
~ JUr wneare Funktonen mit Wiy Varidewn gtk
E 0 % L)+ [Txe) - (x - X))

- [ur Funktionen mit mehruen Vo gilk -

b foan = [ ye) L 000 (x=x0) Ly boy) - (y =y,
= di Tangu tidluoane

b. 2 DiHumh'alL

. bohu = Unee Approximation approximiat dwin Funktionswut an wunu ot X,
nw: dao Oiffuwtiol approximiut o Veanduung dw Funktionswats , winn gitn
X wogthwnd von U ot x, um Ay vuandut

b.2. 1 Dz}miHon 1
JAX

Ou AVSAUUCK @ by = ['(x) - dX bhrdbt di Vuanduung dw FunkHonswuts.
LLx"  butrtibt dobw une Vuanduung U VericbW X
@2y kung -

gug - ay = taksunlicne Vuanduung = [(xo + 4x) = [(X,)

approximigt  mit U Wwdren Approximokion
il fur du StWde X, und din WUt x, + Ay ¢

LA+ D ) PG (X )
N R AR N AR

\\*wpun+ [ x,)

- AX

> unoetzon n du tatsatnicne Vutnduung  ay = e + ay) - f(Xo)

a4y = ,[(/{) o) - Ax - ,L)/x{)



b.2.2 Retenregeln du Diffuntiode,

9t :  9uwn [, 9 Wffunziubaue Funktionen von x (odu von mehr VerikbUn)
und @, b Konstanten :

d(of + bg) = o df + b do
2. (fg) =9 + dg-f Prowktregd
d,(‘;-) = QLQQ—;LW [l g +0

r Diffuentislb: fur z = g ([x,\) wt dow Diffuwtial :
daz = g'([(x,y)) ' d{l > Diffumnbiol du innu
Funktion weetzt wen
AolLitung

6.2.3 D@ Diffuential von Funktionn mehruy  ViriGbun

Zwii, Variokn - z = [lxuy)

a X

o J
~ —~

dz = ,(oy)-odx + Ly Ony) o dy
ay

y konstant x kongtont

I

vV murue Variodkln:  z }(x] mit X = (X3, Xzres X )

dz

I

by, () dxy + [y, (X)) dxy + o+ [y (X)),

= nitht Wneare Fkt.

y

R 250 A+ rintigu Funkhionewert
XotAX|peeossnsssssssssssssasaasassas <

e A y=fxg+ AX)-F(Xo)
s approximus tar - Funk¥ions-

Wt
dy= f'(xo) Ax
\ y=f(xo)
oo 7 — L——" approximiu t # din Friwuk
'~ Korreo pon duustnd sondun dd Venduung dw Ftwerts !
| zv Xo |
|
|

I
flxor ax)=f) + 1)) | E
|

Xo Xo+AX X

X-Xg=AX



6.2 PolynomilL Approximation
~ nw . Funkbonswet von Polynomen approximiuen

6.3.1 Definition / Formel enes Polynoms zweityr Ordnung an X, :
2

() % ap + 0y (X=X) + 05 (X-X)

= J0 % L) ) (X - Ae) g R () (X - Ke)

6.3.2 Vorghnswtiae zyr BLoHmmung polynomialr Approximitionen

~ d0zu musen gunisse Bedingungy (je nath Ordnung dw)  Polynoms ) gukin :

> Fkt.und A haben gthin Funktonswut an X,

° Q'O = L(Xo\
[ ) Z FKt. und A haben gwthen Wet du 4. Ablutung an X,

° a4 = I(XO
Coa, T () > FKb. und A hobwn guithen Wet du 2. Awllitung an %
° Ay = —:j- pa (%) > Fkt. und A heben guithen Wut du 3. Ablibing an X,
1
1 n
R S an = n_l {, (XO)

v

6.3.3 Die Taylor - Approximation
Taylor

> aw Toylor Approximation zugt, wu wn Polynom n-tu Ordnung approximiat wudn
Kinn [ unty  BUUksightigung obigu SUritte)

—’Lf,;”— -(x-xow—% (x-x,) 4.+ EZd )

n

n'

p(x] (%) F

. und. fur Funktionen mit mtnreen Vanaoln 2
D onur un POl Mo Ausnanme betialntet |

> quawwswez Taylorapproximation von 7z = ,L(x,\l) (mit zwe VriGUn)

FIO % [Xo,y0) + [y (xo,y0) - (x=Xo) + Ly (x,y) (y-y,)

T jz’ (l-—)(x (Xo,\{o) ’(X"Xo)z'}' 2 {,XY (XO,YO) : (X'Xo) [Y'\Io) + l'_yy (X°'y°)'(Y‘Y0)2



6.4 Homogene Funktionen
b.4.4 Oginition

Eine Funktion [oxy) von Zwe VarideUn x und y mit Oginitionsbutith 0 hupt
Jhomogen vom Grad k', wen fur ale X,y € 0 gilt:

[(Ex ty) = £" ROy fur we t >0
Prufverfahren -
Iouekze X,y € [ mit £x und ty

2. weklmmun , sodam nmwr [(xy) € () ubrig Wbt
obige Bedingung  prufen.



7 Kapitel : Vorwwown zur mulkivarianten  Optimiarung
7.4 Extrema und Mengm ( alo notwenOwgen Vorwunen )
7.4.4  pyinition Extruna

Ein punkt x* wb un

. giobald Maximum fur [(x) wf 0, weun gilk: [(x') = [ (x) ¥xeD.
Y . shiktes globalto Maximum fur [( ) wf 0, wen gilt - [ (xS ((x) amxeD.

koo Maximom i (X)W 0, wen gitks | XY 2 [0 fir ol x nohoan A
Vo shikies lokule Maximum [ur [ () a0, wen gilk o [(XF)S [(x) [ur ole xmaeanco

([r Aussagun beziglith Minimum :  {oweche =/> mit £ /< )

Lokale und Globale Optima

7.4.2 Mwgen und ihre Eigonsthafieun

Mg und ihre Punkte
9e9 : Intuvall | €IR; Punkt P, Intuvalk A = (p+§; p- §) = ,kwne Umgdoung von P’

wi Punkt P wt wn Rondpunkt dw Intbuvad |, wem jedd noth o kKune Inter -
VAL A un Elgnent von innuholle und wpuhoh | bwitzt.
Randpunkte misswnn oubst kun € von | sun.

wh Punkt P wb un innuey Pupkt dw Intavelo |, wen un § exishHut | sodow)

A Komplet in | gt r
keep in mind ¢

(ot Mungw m IR®  onbgpritnt  dGo Intavall wnun Krap.) > ()¢ intuvaiond £ |

> [ 1 : intwvaiiond. € |

Mwgwn sind ...

offen , wenn ¢ nwr_innue Punkte  entholk

gunlossen , wenn ¢ ole ihre Rondpunkte  mitbunhaltet
v ACHTUNG :

> Mugen Konnwn budw sun : * i SIS
> Mgy konnen wedt noth sun o (4,51 o



Mingen sind.  beddnrnkt , ...

WUnn w0 i Intuvald, gibt , in du die Mwnge  kompled nhalten wk
brtronkt in IR

wun @ unen Kiun gkt , in dum dg  Mwge komplett enthalten wk
bwhiankt M IR*
Regultat = Mengen gind ‘kompakt, wun

YV sie gutiogstn  und bwothronkt wb

F.1.3 pu Extiemwutsatz von Wahustrom

» Wn dw Funkiion LX) mit X = (x; Xz, %5,..,Xp) innwhalb uny nicht Wwren , kompakten
= guwtlosewn , budhiankt ) Minge ot dann exigtut cowohl ane Sl ¥, mib
globaln Minimum Q0 ONth une GRIL X g, Mt globLm Maximum du Funkfion.

[Oin) & ) % [(Xyay) ¥ X €K (D von Muige)
P oo = ¢ o x staltn [Ur globaw Max. | Min.

| w gibt awon Funktonw dutn 0 + kompaki und Jodu i migrt oretig Wb, Gow
global Extrema, hok.



8§ Kapitel - Multivariante Optimiaung
~  mit |, Fouuntersthuiowng

8.1 BwHMmw von Extrian [ je no Anzahl du Varigbun)
4. gunritt © Existenz von Extrema. prufen:

kompaktes  (abgulosstny  + bathrankier ) 0Yinikionsbuu® vorhanden 2
f(X) iet  otetg

2. Guwitt . OYpuwnzivbarkuk prifen:
= unkg -/ retntooubigu  Diffutntnquotint  guith 2
— dort wo Fki. it ofjuwnzivbar | dort ist Ablukung it definiud
(keep in mind : Funktonen konntn etttg abu nint Ofpuenzisods an X, 9un)

3. onritt © Findin von  stabionauen ofrellen + kritisthen  Punkten

Foll 4 [(x) enthQk une Variable ® Falk 2 : [(x) nbhalk (mehr VGl
gtatonare  Stun : siationare 9tllin = kritistche Punkte ke V >4
Bilde [‘(x) 1. 8ilde [y und [y (patidun Ablitungen)
stkze - *['(xﬁ = 0 2. oetze =[x =0
> p)r X, =0 wgw dory [y =0

gtationme  StulLn
> zunithet = umformen nath X /y  damit

kritisthe Punkte : Wrin Einsetzen nur noth  unt
* Mgkt 4 1 P whalten owrth Voui QoW
Prufen du Diffesen-
ziubarkek > dann . xly ioane partHUl Ablibung
fur XUyt
*  Moglichkeit 2 (nathtraghchn
Prufen wonn ['(x) > otz x* /y’F wied in selbige
Apleitung (+ Funktion) Ablutung
nint deiniert it )
> B = pt
4 Gtk globolt Extroma beotmmen X nw Lo sich roistuns [etikie lokale

Extrama. betimmen
stationase  SrULN in e’ AUGgONgS -
funktion [(x) ansetzen Vb Funkfionen mehruy Vosi@bln bedouf
inkspretnandin - Funktonswerte ) o dezv Wou wutee Informationen
bd Intuvall = Randpunkte untusuthen
Kontrolle mit zweitw Ablutung = >0 @ Min
<0 @ Mox



zZum Y. ottt du Bwhimmung globalr Extramae b [(X) mit x> A4

> zur Butmmung globolMs Extremo bedarf @ dur Heme - Matrix  und i 0ginithat
Woraws folgt :

4.1 Buwtmmen du pautidin Aotung zwaker Ordnung und. Aufsrdln du Hene - Matrix

Fxx = fxy
fyx = by =

oo by >
= L wy
4.2 Einsetzen jeden stetionaren Pynktes in ene Hesse - Matix

> H = | > wgibt 0Yinithut = Augsege Uby Extime je Punkt

p»f

4.3 petmmen du Otfinithed von H durth  [uhrende Hauprminore

P onue bt symmetripinen = ,,9pwgu,gw,mm" nxn — Marizen gilt dwge Definitheitoregel
XaXa _ XqXp .-
969: M = (sz;\ X2Xa )
Aq = XX,
Az = (XaXa - X2X2 ) — (X X4 X4Xg)

(A, = , 5mrus Regd" ( >';%<: (Wl  gyragt )

w = addwen je o)
# = gybtiGhiwen davon je (- - )
Vou i OYfinmtned und. inr RickeiWes auf ohrikie kol Extrema,
> ot dw Heme MQtrix mit stakionarem Punkt X, , Y,
positiv difinit :  allt [Uhrendn  Howptminoren > 0 . A > 0
= (X, ¥o) otiktes lOKaLS Minimum

[ohrende  Hawptminoren  unguady  Ordnung <
>

0
guady  Ordnung 0



Erganzungn

® wvon du Taylor Approximation zweiter Ordnung —* zut Hewe Matrix

Lo T vom Vorguiun mit anyg V-

- 4+
F'(x) =0 > stakionure SruUL
i) > o Minimum
<0 Maximum

~ du Taylor Approximakion (z.ordnung hiw ) Gpproximitt  Funktionswurte :

> fgy) oan du 9kelle XY

L) & L OeYe) + o Gay) (= x) £y GrgfYo) (- y,)
=0 = (

¥ iz[,[xx (Xo;oyo) - (x—xo\@+ 2 [y Ghorye) - (x %) (y - ya)
t {.yy (Xo.\{;(} : (\}'%@]

F(le\ 7 ‘F(XO :Yo) Q -2/ i [[-XX (Xolyo)(x_xo)l-l' 2 ny(xoyy«)) (X“Xoy(\)‘YD)
+ {-W (XOIYO)' (‘{"Yo)z]

wndws  Gednrioin :

4 2 A
2 (0’44 V4 + 71 Ayq VaVz + Wy, Vy )2
= :IE ‘ ( a"“ V4Z ¥ 0'21 v1vl +a’12 V'12 ¥ Q'ZZ Vz )
. . Q14 @1z
an Metrix geathridow : M= lay ay | = H
® Kojaktorn
oqa'mhon :

Ein Kojaktor bezient sith avf an i,j- td ERmb unu Madnix.
(+5) _
KF = -1 Ak C Untumatny wun man i -te Zalh und  j- te gpalke lsunt)



8.9 Globole Extroma, von Funklionen mit mthreren ViabWn

Youm wd bu (X)) mit x = (X4, xn) glOORIL Extrama, betimmin  zy Konnen, mysswn
(ULse Funktionn guawy Kldifiziut wedin.

§.2.4 Delinition ,konvexe Mmga"

Eine Minge M hupt konvex, wuin [ur Gl x.y € M und [Ur alt A €R mit 04 A<=

grete gilt:
A+ (A -2y €M
,konvexe Kombinotion'

in_Worten:  wne Muge st konvex , wenn uné guads Linie zZwhhen zwe
Punktn (Wpu  Mwnge kompledin dwou Minge Uigt.

vaansthowlitht :
A =(35) A X

(3,5) > Aue = (3,9 ,67)
3 a 2 5 6 7 0 X

8.9.2 oyinition - konvexe / konkave Funkton

\

|

~onun hin Zv Funktionan
Eine  Funktion [(x), dd W[ wny konvexen Mwnge definiut = 0 wt nupt :

wenn i Varloindlngslinie zwithen zwd Punkten = otagung - ['(X)
wf odu vbuhalo 0 FunkHonggraphen Wgt.

formal ¥Xy€EM und £€R mit 0£t£ 4 [(&x + (A-t)y) £ LX) + U-E)[Ly)

Funkhonswete stugung

© ghieng Konvex |, wenn . Verbindwngslinie  zwisthin zw@i, Punkien = Gtegung ‘['(x)
davwhaft Uouhalb du Funktionsgraphen Wgt.

: . 1 c L £ . + - < + -t )
formal ¥ X y€M und t€R mt 0<¢ <4 F(pﬁfmn(ﬁwuﬁw u(x)ﬁwﬂg ) [(y)
| wenn  dw Varbindungslinie  Zwisthen zwe Punktwn = 9+U(uNg p'(x)
af odu untuhal des Funktonsgraphen &gt
formal - ¥xy€M und telR mb 0¢ £ &4 0 [(Ex +(A=t)y) = ¢t [(x) ¥ U=4) [ly)
Funktionswerte stugung
© gtng Konk0w, wenn dw Vebingngolinie zZwisthen zwe Punkien = 9+QLgun9 p'[x)

dowa hoft untuhalo o Funkhonsgraphen Ugt.

_formal : ¥xy€M o teR mit 0£t£A: [4x + (4-8)y) > & [(X) + (A=) [(y)
Funktionswute Stugung



Prifen av| Konvexitdk / Konkawitdk : ( und, nur desouf)

Profvafanen furrele  zwejoth  dffuenzivboie  Funktonen [(X) mit anu VasiobUn
dfiniut QUL enur konvexen Menge M:

w Funkhon p(x) gt -

v

wf M wern " (x) 0 |ur allt inneren Punkte von M.
* gHwng konvex  adf M, wenn |." (x) & 0 fur 0l innuen Punkte von M.

In

W M, wunn [ (x) O fur alt innuen Punkte von M.
©osbing Konkod GUfM o, wenn [ OO € 0 fur @t imnaren Punkte von M.

Prufvgfonien for el zwefath dpfuenzivoare Funktionen [(x)  mit muen
Vaigblen | dfiniert [ wne konvexen Munge ™
(~ v exishutn ano i portdin Ablitungnn ustyr und zweky  Ordnung)

du Funkhon | (x) ist:

* Cohng konvex) [ M, wun dw Hewe Mahix H(X) [ur ale x € MeD (pogitiv ofink
ot

°oHng KonkaV auf M, wun du Hesse Matrix HOXO [ al x € MED nggatv definik
iot .

vV withtige Ergmzung_hiuzy

I. wenn [ kenkav (konvex) , 90 f[olgt : [ et konvex (konkav)
= Spiegelung
L. wen [ und, g Kkonkav (konvex) o folgt : oumme L+ bg mit a,b > 0 st

konkav ( Konvex)

8. 9.2 Smabildy konvexy | konkawer  Funktonm

K ON KA@_, ¥ steigung uniuhalb

MaX

= Buckel vom Staaf fOX) > [
= gheng konkav
f0 <o)

/ \ X




8.2.4 ou Zusammenhang - Konkavitat / Konvexitht - globale Extrema
~  ur Funktionin [ mit mehruen Varidoun X = (X4, X2, Xn)
THEOREM :

Es ot [(x) ant e Funkton , di auf wnu konvexen Menge dfiniart ist
Wenn [(X)

> iot und, mind.. wn Minimum bwitzt
un - globad  Minimum.

iot jedwo ok, Minimum

¥ > ghong konvex gt | existit wtwedu  KEIN odf EIN  Minimum.
> iot undk mind. Wwn Moximum bewitzt |, 1ot jedwn loko,  MaAXimum
un  gLbad Maximum.

* > ohng konkav et , exishut entwedyr  KEIN odw EIN Maximum.

Csomit lant sitn stiwesfoigUn -

> konvex und QN[ M Mfumzmbal ist, dann gk FUr Kritisthe Punkte

* .
X = an QloboM Minimum

> konkw  und QW M diffuenzivbwr ist, dann gtk [ur kritisthe Punkte

pa .
X = un globy  Maximum

wel  hinrathond - und notwendig konnen 9kt - / Wendepunkie ausguathlogswn  waudin

! wekrhin @by zv prufen : Randpunkte



