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1. Definitionen und Eigenschaften

Gegeben: Konfidenzniveau O <a < 1.

a) Versicherungsfall:
Betrachte X =S- E(S),

S: Gesamtschaden eines Kollektivs.

b) Investment-/ Bankenfall:
Betrachte X =V; - Viuy =L,

Periodenverlust einer Finanzposition Uber betrachtete Haltedauer h.
[Vgl. ALBRECHT/MAURER (2002, S. 673 f.).]

Annahme: Die Verteilungsfunktion F(x) von X besitze eine Dichtefunktion f (x) 3 O.

Definition 1: (Value-at-Risk zum Konfidenzniveau a)
P(X 3 VaR, (X)) =a.

[Bedingungsgleichung fur VaR]

Folgerung: VaR, entspricht dem (1- a )-Quantil der Verteilung F von X; formal:

VaR, (X) = F(1- a).

Okonomische Inter pretation: Notwendige K apital unterlegung/Reservebildung, um Peri-

odenverlust der Hohe X ,,aufzufangen” [, Quantilreserve’].

Satistische Interpretation: 100 (1- a )%-Maximalverlust.




Definition 2: (Conditional Vaue-at-Risk zum Konfidenzniveau a)
CVaR, (X) = E[X | X 3 VaR, (X)].
[Vgl. ALBRECHT/MAURER (2002, S. 675).]

Anmerkung: CVaRist ein Spezialfall des Tail-Conditional- Expectation (TCE).

TCE, (X):=E[X | X 3 7]

Anmerkung: Es gilt:
TCE,(X) =z+E[X - | X 3 2|
=z +MEL,(X),

MEL, (X) = Mean ExcessLossvon X relativ zu z.

Folgerung/Interpretation:

CVaR, (X)= VaR, (X) +E[X - VaR, (X)| X3 VaR, (X)),

"100(1-a)%- mittlere Uberschreitungim
Maximalverlust Uberschrei tungsfall
(mittlere bedingte Uberschreitung)

oder: , Quantil-Reserve’ + , Exzess Resarve®,

bzw.: CVaR beinhaltet zusitzliche Reserve fir die mittlere Uberschreitung im
Uberschreitungsfall.

Folgerung: CVaR, 3 VaR, .

Satistische Interpretation: Durchschnittlicher Maximalverlust in den 100a %

schlimmsten Fallen.



Versicherungsfall:
f(9)
A
BS o QrMELWS S
Q!
Quantil-Reserve  Exzess-
Reserve
Wobei: Q=VaR, (S =F!(1- a),

MELq(S) =E[s- Q|s® Q|

Eigenschaft des CVaR:

Kohérentes Riskomald im Sinne von ARTZNER ET AL. (1999), wenn X Verteilung mit
Dichtefunktion (,, stetige Verteilung®).
[Val. ACERBI/TASCHE (2002, S. 1490 f.).]

Anmerkung: Im diskreten bzw. gemischten Falle ist Modifikation notwendig, um kohé
rentes Risikomal3 zu erhalten.
[Vgl. ACERBI/TASCHE (2002).]



2. Allgemeine Berechnung

Annahme: Existenz einer Dichte.

1) Direkt: E[X| X3 z] 2 ¢ OX f (x) dx.

P(X 3

2) Uber MEL:
E[X| X3 z]=z+E[X - z| X3 |
N E[max( X- z, 0)]
P(X?3 2)
mlttlere Exzess - Erwatung UPM4(z X)
EXZG$ Wahrschein lichkegt UPM(z; X)

Anmerkung zu 2):

Letzteres ist die analoge Konstruktion fur den Exzess Fall, wie die Berechnung
des MEL im Shortfall.
[Val. ALBRECHT/MAURER (2002, S. 110).]

D.h: E[ma(z- X,0)]=P(X £2) E[z- X| X £2].

Hier:  E[max(X - z,0)|=P(X 3 2) E[X - z| X * z].

Anmerkung zu 1):

¥
Definieren wir E*(X) = ox f(X) dx, das obere partielle Moment 1. Ordnung, so

gilt:
E*(X)
P(X3 2)’

und man kann zur Berechnung des TCE direkt auf die Resultate von WINKLERET

E[X| X3 7=

AL. (1972) zurickgreifen.



3. Normalverteilungsfall

Gegeben: X ~N(ms 2).

Es gilt: VaR, (X) = E(X) + Ny, s (X),
wobei N;, das (1- a)-Quantil der Standard-Normalverteilung be-

zeichnet.
[Val. ALBRECHT/MAURER (2002, S. 675).]

Bestimmung des TCE:

Sal zy = 2" und bezeichne F (x) die Verteilungsfunktion einer standardnormalver-

S

teilten Zufallsgréfze bzw. j (x) deren Dichte, so gilt:

1) P(X 3 z)=1- F(zy).

2 EM(X)=nfl- F(zy)]+s i (z).
[Vdl. etwa ALBRECHT (1994, S. 337).]

E™ (X)
P(X  2)
J (zy)
1- F(zn)

3  TCE,(X)=

Bestimmung des CVaR:

z=VaR, =m+ Ny, s,

b ZN =N1_a.

Nebenrechnung; N., =F ld-a)b F(N ,)=1-a b 1- F(N_,)=a.




CVaRa(X):E(X)+j(|:—1""‘)s(X)

Im Vergleich zu VaR, wird somitauf E(X) en hoheres (da CVaR, 2 VaR,) Multipel
der Standardabweichung hinzuaddiert, d. h. j (N.;)/a 3 Ny_,.

CVaR, (X)- VaR, () = - 0a )y, b (x)
e a u

i (Nia)-a N,

s (X).

] (N.z)-a N
Folgerung: ~ Exzess-Reserve E[X - z| X 3 7]=! (N1a) ka s (X).
a

Numerisches Beispidl:

a Nea  § (Npa)la
0.1 1.28 1.75
0.05 1.65 2.06
0.01 2.33 2.67
0.005 2.58 2.89

Anmerkung: Relative Differenz (D,q ) wird immer geringer.

Anmerkung: Esgilt:

D ._j (Nl-a)/a' Nl—a _j (Nl-a)/a
A N Y
1-a l-a

- 1 falt monoton gegen Null fir a ® O.



Verlauf der Funktion:
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4. Lognormalverteilungsfall
Gegeben:  In X ~ N(m,v?).
Esqilt: VaR, (X) =exp(m+ Ny, V).

[(1- a)-Quantil der Lognormalverteilung, vgl. ALBRECHT/MAURER

(2002, S. 114)]

Bestimmung des TCE:

Se z n:=(nz- m)/v, sogilt:

1)  P(X®2)=PnX3Inz)=1- F(z.y).

2 Ew(X)=e™[1- F(zy - V)]
[Vgl. ALBRECHT (1994, S. 337).]



3 TCE,(X) =E™ (X)/P(X 3 2)
_ em+%v2 1- F(zin- V)

1- F(zN)
1- F(zin- V)

1- F(z.N)

= E(X)

Bestimmung des CVaR:

z=VaR,.

Wiezuvor:  1- F(z y) =a.

1- F(Nyg - V)

CVaR, (X) = E(X)

Beziehung zum VaR ?

Umrechnung von VaR, :

1,2 14,2
M2y SV +N, , v

VaR, (X) =e
= E(X) exp(Ny 4 V- V7).

»Zuschlag® zu E(X) ist im Gegensatz zur Normalverteilung hier nicht additiv, sondern
multiplikativ.



Wegen CVaR, ® VaR, musste also gelten:

1- I:(Nl-a - V)
a

3 exp(Ny, V- 2v2).

Numerisches Beispidl:

Multiplikative Zuschlagsfaktoren fir a und , représentative v-Werte".

Moglicher Ansatzpunkt: Gehe aus von der Hypothese
Var(X) =1 E(X)2.

Es gilt dann [vgl. ALBRECHT/MAURER (2002, S. 96)]:

é 0

v2 = In§1+var(xz)g

g EX)°g

=In(1+1)
bzw. v=.In(1+1).
Zahlenbeispid:

|‘o.5|1‘1.5‘2‘2.53
1.18

v ‘ 0.64 | 0.83 ‘ 0.96 ‘ 1.05 ‘ 1.12

Multipel des Erwartungswertsim Falle des VaR, :

Multysg = eXp(Np., V- & V7).

Multipel des Erwartungswertsim Falle des CVaR, :

1- I:(Nl-a - V)
a .

MUltCVaR =
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v =0.64: v =0.83:
a  Muteyr Mty a  Muteyrg Multyg
0.1 2.60 1.84 0.1 3.27 2.06
0.05 3.13 2.33 0.05 4.17 2.78
0.01 4.56 3.59 0.01 6.76 4.90
0.005 525 421 0.005 8.13 6.04
v = 0.96: v=1.05:
a  Muteyrg Mty a  Multeyrg Multyg
0.1 3.73 2.16 0.1 4.08 221
0.05 4.92 3.05 0.05 551 3.24
0.01 8.55 5.86 0.01  10.06 6.61
0.005 10.55 7.44 0.005 12.66 8.59
v=112: v=118:
a Muteyr Mty a  Muteyr Mty
0.1 4.36 2.24 0.1 4.59 2.26
0.05 5.99 3.37 0.05 6.40 3.47
001 1137 7.22 001 1253 7.74
0.005 14.52 9.55 0.005 16.20 10.38
Exzess - Resarve = E[X - z| X 3 z]=CVaR, (X) - VaR, (X)
€l- F(Ny, - V) u
=E(X) a 12 exp(Ny, V- $v2))
é u
€1- F(Np., - V)-a exp(Ny 5 v- 1v?)U
“E(X) 6 (Np.a - V) P(N1 5 2 )u
a H
Multg,g

Weitere Aufschliisse lassen sich nur numerisch erreichen.




1

Graphisches Beispid:

Verlauf des Multipels von E(X) im Fdle der ExzessReserve (Multgg) fur
v =1/05/0,25 in Abhangigkeit von a :

Mult g5

oA

4+

3 L

21 v=1

1 L
v=0,5
v=0,25

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 > a
0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

Die Entwicklung der Exzess-Reserve (in absoluten Termen) ist uneinheitlich. Wahrend

in den obigen numerischen Beispielfdllen mit abnehmendem a das Multipel von E(X)
— und damit die ExzessReserve (der MEL) — kontinuierlich ansteigt, ergibt sich fir
~weniger riskante" Zufallsvariable X ein anderes Bild. Fir kleine Werte vonv, das heif3t
bei geringer Schiefe g(X) = +/exp(v?) - 1 (2+exp(v2))> 0, l&sst sich beobachten, dass

dasMultipel Multg,g (mit sinkendem a) abnimmt (siehe Abbildung fir v =0,25).

Die Relation Exzess-Reserve/Quantil-Reserve nimmt stets ab (mit zunehmendem a),

das heil}t, im Falle eines Anstiegs der Exzess-Reserve wéchst die Quantil-Reserve ver-

haltnismaldig stérker an.
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Appendix: CVaR-Berechnung im Renditefall
Waéhrend im Haupttext auf die CVaR-Berechnung auf der Basis von Verlustpositionen
eingegangen wurde, soll nunmehr der Renditefall (bzw. der Fall einer absoluten Ge-

winn-/Verlustposition) beleuchtet werden.

Gegeben: X = Rendite oder absolute Gewinn-/V erlustposition.

Definition Al: (Tail Conditional Expectation)

TCE,(X):=E[X | X £ 2|

1 A _EXX)
" P(X £ 2) _QXdF(X) F(z)

mit: z:Target, F: Verteilungsfunktion, E ?: partielles Momen.

Definition A2: (Conditiona Vaue-at-Risk)
CVaR, (X) =E|X | X £VaR, (X)],

d. h. CVaR, (X) = TCE,(X) fur z=VaR, (X).

[. Normalverteilung: X =R~ N(m s 2)

a) E*(X)=mF(zy)-s j (zy),
wobei:  zy:=(x-m/s, nm=E(X), s =s(X).
[Val. ALBRECHT (1993, S. 601).]

b)  F(2)=F(zy).



d)
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@)

TCE,(X) =m T

z=VaR, (X)=m- Ny, s,

m- Ni.gS-m
N = S =-Npa =Ny,

F(Na) =F[F @) =a,

j (=] (x),dhj(-Np.a)=j (Na)

CVaR, (X) =m

(Na)
a

|l. Lognormalverteilung: X =1+ R~ LN(m v?)

b)

_In(1+2)-m
v

ZIN

E?(X) =ep(m+1 V) F(zy - ).

[Val. ALBRECHT (1993, S. 601).]

F(2) = F (z.n)-

- 1,2
TCE, (X) =exp(m+3 v°) F(z)

F(zn-V)
F(zy)

z=VaR, (X) =exp(m- N5 V) -1,

= E(X)

F(zin- V)
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CVaR, (X) = E(X)

v)

F (' Nl—a B
a
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